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МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
ПЕРИОДОНТАЛЬНОЙ СВЯЗКИ ПРИ НАЧАЛЬНЫХ ПЕРЕМЕщЕНИЯХ КОРНЯ ЗУБА
Определены гидростатические напряжения, возникающие в тканях периодонта, при поступательных перемещениях корня 
зуба. Внешняя поверхность корня зуба и внутренняя поверхность периодонтальной связки описываются уравнением двупо-
лостного гиперболоида. Толщина периодонта по нормали к поверхности является постоянной величиной. Корень зуба пред-
полагается абсолютно твердым телом.
На основании значений, благоприятных для перестройки костной ткани напряжений, установлены диапазоны нагрузки 
для поступательного ортодонтического перемещения зубов. Показано, что полученные значения нагрузки приводят к дефор-
мациям тканей периодонта, которые соответствуют линейно-упругой модели периодонтальной связки. Проведен сравнитель-
ный анализ результатов расчета нормальных напряжений на основании аналитической и конечно-элементной моделей.
Ключевые слова: периодонтальная связка; корень зуба; двуполостный гиперболоид; начальное перемещение; гидростати-
ческие напряжения; нормальные деформации; метод конечных элементов.
Hydrostatic stresses in the periodontal ligament under translational displacement of the tooth root were defined. The external 
surface of the tooth root and the internal surface of the periodontal ligament were described by the equation of a two-sheet hyperboloid. 
The thickness of the periodontal ligament along normal to the tooth root surface is constant. The tooth root was assumed to be rigid. The 
system of equations for the translational displacements and rotation angles of the tooth root in periodontal ligament was formulated.
Load ranges for translational orthodontic tooth movement were defined based on the magnitudes of stresses favorable to bone 
remodelling. The obtained values of the load lead to the appearance of the periodontal tissue strains, corresponding to a linear elastic 
model of the periodontal ligament. Comparative analysis of the results of the calculation of normal stresses on the basis of analytical 
and finite element models was carried out.
Key words: periodontal ligament; root of the tooth; two-sheet hyperboloid; initial displacement; hydrostatic stresses; normal strain; 
finite element method.
Ортодонтическое лечение неправильного прикуса и аномального расположения зубов является 
сложной стоматологической процедурой, которая, как правило, подразумевает последовательное вы-
полнение большого количества терапевтических этапов. В зависимости от величины и продолжи-
тельности силового воздействия могут возникать начальные и ортодонтические перемещения зубов. 
Начальные смещения зубов вызываются кратковременной нагрузкой, после снятия которой зуб воз-
вращается на прежнее место. При этом дегенеративные и необратимые изменения периодонтальной 
ткани отсутствуют, деформация альвеолярного отростка обратима и имеет низкую амплитуду [1, 2]. 
Если отклонение зуба сохраняется в течение долгого промежутка времени, напряжения и деформации 
в периодонтальной связке вызывают процесс перестройки костной ткани, который приводит к орто-
донтическому движению корня зуба и изменению его положения [2–5]. Основываясь на более высокой 
упругости периодонта по сравнению с костными структурами и зубами, как правило, предполагают, 
что периодонт определяет величину начального перемещения зуба [3, 6].
Установлению начальной подвижности однокоренных и многокоренных зубов посвящены много-
численные исследования, основанные на использовании метода конечных элементов [1, 6 –10] или ана-
литических моделей [11–14]. Полученные результаты используются в ходе клинической терапии для 
виртуального планирования ортодонтического движения зубов без потерь времени и дискомфорта для 
пациента. Подходы к компьютерному моделированию долгосрочного и краткосрочного перемещений 
зубов представлены в работах [15–18]. Настоящее исследование развивает это актуальное направление. 
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Его цель – разработка аналитической модели начальных перемещений корня зуба в форме двуполост-
ного гиперболоида в линейно-упругой периодонтальной оболочке.
Материалы и методы исследования
Внешняя поверхность корня зуба и прилегающая к нему внутренняя поверхность периодонтальной 
связки описываются уравнением двуполостного гиперболоида (считаем, что корень зуба является аб-
солютно твердым телом)
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где h - высота корня зуба; e b a= − ( )1 2  - эксцентриситет эллипса в поперечном сечении зуба на 
уровне альвеолярного гребня; a, b - полуоси эллипса в сечения корня зуба на уровне альвеолярного 
гребня; p - параметр, характеризующий закругление вершины корня зуба.
Внешняя поверхность периодонтальной связки, прилегающая к костной ткани зубной альвеолы, 
смещена по нормали по отношению к поверхности корня зуба на величину d (толщина периодонталь-
ной связки постоянна). При действии на зуб сосредоточенной силы 

f f f fx y z= ( ), ,  точки периодон-
та, прилегающие к поверхности корня (1) зуба, получают перемещения, равные перемещению корня. 
Внешняя поверхность периодонтальной связки жестко закреплена.
В соответствии с работой [13] будем считать периодонт материалом с коэффициентом Пуассона, 
равным 0,49. Это означает, что при смещении корня зуба к стенке зубной альвеолы периодонт начинает 
«растекаться» вокруг поверхности корня зуба. Поэтому компоненты тензора деформаций в системе 
координат, связанной с нормалью, образующей и направляющей к внешней поверхности корня зуба, 
можно представить в следующем виде [13, 14]:
 
ε δnn nu= − ,  ε εθθtt = = 0,  γ δθ θn u= − ,  γ θt = 0,  (2)
где un , ut , uq - перемещения точек периодонта вдоль нормали, образующей и направляющей к поверх-
ности корня зуба; δ - ширина периодонтальной связки по нормали к поверхности (1).
Условия равновесия корня зуба (равенство нулю главного вектора и главного момента сил, действую-
щих на зуб) представим в виде
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где 
m m m mx y z= ( ), ,  - главный момент внешних сил; f f f fx y z= ( ), ,  - главный вектор внешних сил; 
r  - радиус-вектор; n  - единичный вектор нормали к поверхности (1); s - тензор напряжений для ли-
нейно-упругой изотропной среды.
Любое перемещение корня зуба может быть описано посредством комбинации поступательных пе-
ремещений u 0x, u 0y и u 0z вдоль соответствующих координатных осей и углов поворота вершины корня 
qx , qy и qz относительно этих же осей. Поскольку толщина периодонта очень мала, углы поворота тоже 
очень малы. Это позволяет использовать линеаризованные формулы:
 u u z y u u z x u u y xx x y z y y x z z z x y= + − = − + = + −0 0 0θ θ θ θ θ θ, , .  (4)
После преобразований уравнений равновесия (3) с учетом соотношений (2) и (4) получим систему 
однородных алгебраических уравнений относительно поступательных перемещений и углов поворота 
корня зуба следующего вида:
 c u c f c u f c u c fx x xy z x y y y z z yz x z0 0 0+ = = + =θ θθ θ, , ,  
(5)
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Вестник БГУ. Сер. 1. 2015. № 1
86
c E ABb h Hx e Gz dF
Cz F
= −( ) ( ) − −( ) −( ) + −( )( ) ( )( )1 2 1 1 2 2 12ν α ν ν αcos sin∫∫ ,
c E e hx ABby
hy Hx e
xy
F
θ ν α
ν
= − −( ) −( ) +( ) ( )( +
+ −( ) −( ) +
∫∫ 1 2 1
2 1 1
2 2
2
cos
Gz ABHb x dF
C
1 2 2−( )( ) +( ) ( ))ν ν αsin ,
c E hz AbyB hy Hx e Gzyzθ ν α ν ν= −( ) +( ) ( ) + −( ) −( ) + −( )( ) +1 2 1 1 2 2 1 22 2cos ABGb z dFCF ν α( ) ( )( )∫∫ sin ,
µ ν ν αx
F
E hyz ABb y z
ABGbyz h Hx y
= + −( ) + +( )( )( ) ( )( +
+ + +
∫∫ 2 2 2
2
1 2 2 1 cos
z e Gz y z dF
C
2 2 2 21 1 2 2 1 1 2( ) −( ) −( ) + −( ) + −( )( )( )( ) ( ))ν ν ν αsin ,
µ ν α ν νy
F
E ABb x z h Gz x e z= +( ) −( ) ( ) − + −( ) + −( )( ) +((∫∫ 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2cos
+ −( ) −( ) + − −( ) −( )( )) ( ))BHx x e z e dFC2 2 2 21 1 2 1 2 1 2ν ν ν αsin ,
µ ν ν αz
F
E hx y e ABb x y
Hx ABby h
= −( ) + −( ) + −( )( ) ( )( +
+ +
∫∫ 2 2 2 21 2 1 1 2
1
cos
−( ) −( ) + −( )( )( ) + +( ) −( )( ) ( ))e x y Gh x y z dFC2 2 2 2 21 2 2 1 1 2ν ν ν αsin ,
A p p B b p e x z C b AB= + − = + −( ) + = +( ) −( )2 2 2 2 2 21 1 2 1 2 1, , ,ν ν δ
H
x e
x e z
G z
x z
h e x z
b p p
=
−( )
−( ) + = + ( ) =
−( ) +
+ −(
1
1
1
1
2
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2
, , tg α ) ( ) + −( ) +bp e x z2 2 2 21 ,
где x y zf f f, ,( )  - координаты точки приложения нагрузки; E, n - модуль упругости и коэффициент 
Пуассона тканей периодонтальной связки; a - угол между образующей к поверхности корня зуба 

t  
и плоскостью, параллельной плоскости x 0z и проходящей через точку P.
Величина ортодонтической нагрузки
Области наибольших гидростатических напряжений являются первичными для перестройки кост-
ной ткани во время ортодонтического движения зубов [5, 10, 19]. Гидростатическое напряжение опре-
деляется следующим образом:
 σ σ σ σh xx yy zz= + +( )13 .  (6)
В случае поступательного движения вдоль оси x нагрузка действует только вдоль оси абсцисс и толь-
ко u0x ≠ 0. С учетом этого из системы (5) и выражения (6) получим
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Аналогично в случае поступательного движения вдоль оси y u y0 0≠( )  и вдоль оси z u z0 0≠( )  будем 
иметь следующие выражения для гидростатических напряжений:
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На основании выражений (7), (8) можно определить наиболее благоприятные для ортодонтического 
перемещения зубов значения нагрузки по напряжениям, возникающим при этом в периодонтальной 
связке (наибольшее из таких напряжений составляет 39 кПа, наименьшее – 4 кПа) [20]. В качестве 
примера выполним расчет нагрузки для первого премоляра. Высота корня зуба h = 13 мм, большая 
полуось b = 3,9 мм [13, 14], параметр закругления p = 0,4; упругие свойства периодонтальной связки 
описываются константами E = 680 кПа, n = 0,49 [13, 14]. С учетом этого находим, что для поступа-
тельного движения зуба вдоль оси x диапазон ортодонтической нагрузки составляет от 0,38 до 3,70 Н. 
При интрузии (перемещении зуба в положительном направлении оси 0y) этот диапазон составляет от 
0,09 до 0,83 Н. Таким образом, интрузии (или экструзии) можно добиться воздействием значительно 
меньших сил, чем горизонтального смещения зуба. Оптимальная ортодонтическая нагрузка для посту-
пательного перемещения в плоскости z y находится в диапазоне от 0,52 до 5,07 Н.
Деформации
В различных подходах к моделированию перестройки костной ткани при ортодонтическом движении 
зубов предполагается, что наряду с нормальными и касательными напряжениями в периодонтальной связ-
ке резорбцию и образование кости стимулируют деформации периодонта [15]. Обзор работ по этой теме 
отражен в исследованиях [9, 16]. Авторами принимается подход, согласно которому процесс перестройки 
костной ткани прежде всего контролируется деформациями периодонтальной связки. Как правило, в та-
ком случае ткани периодонта моделируются материалом, поведение которого описывается нелинейной 
зависимостью между напряжениями и деформациями (билинейно-упругая, вязкоупругая, гиперупругая 
или многофазная среда) [21]. Для таких моделей характерно наличие начального линейного участка, соот-
ветствующего малым деформациям периодонтальной связки, которые возникают при начальных переме-
щениях корня зуба. Поэтому линейное моделирование периодонтальной связки может считаться точным 
(с малой погрешностью), если нагрузка сохраняется достаточно низкой, чтобы обеспечивать деформации 
периодонтальной связки, соответствующие первому участку кривой [4, 22]. В качестве предельной де-
формации, ограничивающей начальный линейный участок зависимости «напряжения – деформации», 
применяют полные [9, 15], главные (или эффективные [23]), нормальные деформации [16].
Значения нормальных деформаций, при достижении которых начинаются перестройка костной тка-
ни и ортодонтическое движение зубов, находятся в диапазоне от 0,03 до 0,3 % [16]. Расчет нормальных 
деформаций при нагрузке, соответствующей найденным величинам благоприятных сил для поступа-
тельного ортодонтического движения зубов, проведенный для первого премоляра при тех же условиях 
нагружения и упругих свойствах периодонтальной связки, показал, что максимальные значения нор-
мальных деформаций имеют тот же порядок.
Наибольшие эквивалентные и полные деформации при поступательном перемещении корня зуба в на-
правлении оси 0x наблюдаются в апексе и составляют 0,31 и 0,39 % соответственно. В случае поступа-
тельного перемещения в направлении оси 0y наибольшие значения этих деформаций также наблюдаются 
у апекса и равны 0,230 и 0,344 % соответственно. Предельные значения полной деформации, разделяю-
щие участки диаграммы напряжения – деформации и экспериментально определенные в работе [9] для 
первого моляра крысы, могут составлять 6,3, 8,5 и 18,8 % (в зависимости от испытуемого образца). По 
данным работы [15], предельное значение полной деформации может составлять 7,5 %. Таким образом, 
полные деформации, возникающие при рассматриваемых нагрузках, существенно меньше их предель-
ных значений. Это указывает на возможность использования предложенной модели линейно-упругого 
периодонта при оценке начальной подвижности зубов под действием нагрузок, величины которых соот-
ветствуют значениям сил, используемых для ортодонтического движения зубов [24]. Поскольку резорб-
ция и образование костной ткани соответствуют области отрицательных и положительных деформаций, 
для описания ее перестройки необходимо учитывать знак деформации. При таком подходе более инфор-
мативным оказывается распределение главных или нормальных деформаций.
Конечно-элементный анализ
Конечно-элементная модель корня зуба в периодонтальной связке разработана с использованием 
пакета ANSYS Mechanical APDL 14.0 (ANSYS Inc., USA). При конечно-элементном разбиении приме-
нялись регулярная гексагональная сетка и конечный элемент типа SOLID185. На рис. 1 представлены 
модель корня однокоренного премоляра и окружающая его периодонтальная связка, состоящая из трех 
слоев элементов по толщине. Размер конечных элементов для корня зуба не имеет значения, поскольку 
он полагался абсолютно твердым телом.
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Дискретная модель состоит из 14 454 узлов (43 362 степеней свободы) и 14 400 элементов. Узлы на 
внешней поверхности периодонта жестко заделаны. Геометрические размеры корня зуба и периодон-
тальной оболочки соответствуют размерам корня, используемым ранее. Модуль упругости и коэффи-
циент Пуассона для тканей периодонта принимались прежние. Узлы на поверхности корня зуба совпа-
дают с узлами внутренней поверхности периодонтальной связки. Это соответствует условию равенства 
перемещений внешней поверхности корня зуба и внутренней поверхности периодонта.
Зависимость нормальных напряжений sx x в периодонтальной связке от пространственной координа-
ты x, полученная на основании аналитической модели, представлена на рис. 2. Также на рисунке приве-
дены результаты конечно-элементного расчета этих напряжений. На корень зуба действует вертикальная 
нагрузка, приложенная в точке с координатами (0, 0, h) и направленная вниз, геометрические параметры 
корня зуба и упругие свойства периодонтальной связки прежние. Величина нагрузки составляет 1 Н.
Совпадение результатов, как видно из рис. 2, достаточно высокое. Наибольшее расхождение зна-
чений напряжений имеет место в окрестности вершины корня зуба и у альвеолярного гребня. Ана-
логичные зависимости от координаты x при действии той же нагрузки наблюдаются для нормальных 
напряжений sy y и sz z.
Результаты исследования
Предложенная аналитическая модель корня зуба в линейно-упругой периодонтальной связке позво-
ляет определять начальные перемещения однокоренных зубов в форме двуполостного гиперболоида, 
а также возникающее при этом напряженно-деформированное состояние тканей периодонта. Срав-
нительный анализ расчета компонент тензора напряжений на основании математической и конечно-
элементной моделей показал достаточно высокое совпадение результатов, за исключением областей 
перио донта у апекса и альвеолярного гребня.
Определены гидростатические напряжения, возникающие при поступательном перемещении корня 
зуба в горизонтальном и вертикальном направлениях. С учетом благоприятных для ортодонтического 
движения зубов значений напряжений в периодонтальной связке определены соответствующие диапазо-
ны ортодонтических нагрузок на примере первого премоляра. Для найденных значений нагрузок выпол-
нен расчет нормальных, главных и полных деформаций периодонтальной связки. Показано, что значения 
деформаций не превышают предельных величин, соответствующих линейно-упругой модели периодон-
тальной связки. Полученные результаты могут быть использованы для прогнозирования и визуализации 
начального перемещения зубов при действии ортодонтических сил, определения возникающего при этом 
напряженно-деформированного состояния и нахождения благоприятной для ортодонтического движения 
зубов нагрузки. Предложенную модель можно использовать для разработки подходов к моделированию 
перестройки костной ткани на основании распределения напряжений и деформаций.
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Т. В. ЦЕхоВАЯ
АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОЦЕНКИ СЕМИВАРИОГРАММЫ  
ГАУССОВСКОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 
Рассмотрены задачи статистического анализа временных рядов, связанные с оцениванием семивариограммы. Семиварио-
грамма – одна из основных характеристик стационарных случайных процессов во временной области. Эта функция является 
моментом второго порядка и характеризует степень линейной зависимости между составляющими рассматриваемого про-
цесса. Исследована непараметрическая оценка семивариограммы гауссовского стационарного случайного процесса с дис-
кретным временем. Доказана ее несмещенность, состоятельность в среднеквадратическом смысле. Изучено асимптотическое 
поведение семиинвариантов высших порядков. С помощью полученных предельных выражений для дисперсии, ковариации 
и семиинвариантов высших порядков непараметрической оценки семивариограммы найдено ее асимптотическое распреде-
ление. Учитывая нормальную аппроксимацию распределения изучаемой статистики, построен центральный доверительный 
интервал для семивариограммы.
Ключевые слова: случайный процесс; оценка семивариограммы; семиинвариант; асимптотическое распределение.
